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1 Introduction 

Soit H une courbe projective, hyperelliptique et non singulière de genre 
g et soit JH ~ Pi(P{H) la jacobienne de H. On fixe un élément rj € JH 
d'ordre n. On note f : C ^ H le revêtement étale n-cyclique associé à rj. 
Soit JC la jacobienne de C. 

Soit Nf : JC JH, Yl'f^-iPi ^ X]^î/(Pi)) l'application Norme de /. On 
appelle variété de Prym P = Pryra{C / H) associée au revêtement / la 
composante neutre de KerNf. S\ a : C ^ C est l'automorphisme d'ordre n 
qui engendre le groupe de Galois Gal{C/ H), on peut écrire P = Im(l — a). 
La variété P est une sous- variété abélienne de JC de dimension (n — l){g — l) 
avec polarisation H induite par la polarisation principale de JC. 
Le but de ces lignes est de montrer que lorsque n n'est pas divisible par 4 
la variété de Prym P est isomorphe à un produit de jacobiennes. 

2 Décomposition de la variété de Prym 

On pose Y = f*[JH). C'est une sous- variété abélienne supplémentaire 
de P dans JC de dimension g. On peut aussi décrire Y comme l'image de 
l'endomorphisme Norme 1 + u + • • • + a"'~^ . 

Proposition 2.1 La polarisation H sur P est du type ( ,n, ...,n). 

(n-2)(g-l) 3-1 

Démonstration : Puisque f : C ^ H est étale l'application /* : JH JC 
n'est pas injective ( |5j 11.4.3.). En fait, Ker/* = (ry), un sous-groupe de 
JH[n] d'ordre n. On a donc le diagramme commutatif suivant 

JH ^JC 




JH/{7]) ~ Y 
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où h est une isogénie de degré n. Soit Q un diviseur thêta dans JC et 
soit M = OY{iY@). On a h*M ~ OjHinen) car (/*)*e = nG// ( 
12.3.1.). D'après (Lemme 2, pag. 232), 7v:(M) ~ {v)-^/{r]), où (r/)-^ 
est l'orthogonale de (??) par rapport à la forme de Weil e'^ ^ : K{h*M) x 
K{h*M) C*. Puisque K{h*M) ~ {'L/nf'J on obtient donc K(M) ~ 
(Z/re)2(9-i). Ainsi M est une polarisation du type (l,n, . . . ,n) et par |2j 
(Cor. 12.1.5.), H = Zp6 est du type (1, . . . , 1, n, . . . , n). 

□ 

On note i : H ^ H l'involution hyper elliptique. Par construction on a 
C = Spec{A), où A := Or © ^ © • • • © rf"'^ est muni d'une structure de 
Ojï-algèbre donnée par un isomorphisme r : Oh On considère le 

changement de base 

Spec(i*A)=i*C^C =Spec{A) (1) 



/ 



/ 



Comme l'involution i agit sur JH par {—1)jh^ on peut choisir un isomor- 
phisme (p : i*r] —f rj~^ de façon que 99*^" = Id via r. On obtient ainsi un 
isomorphisme de O/^-algèbres A —>■ i*A = i*OH®i*'n@- ■ ■ ©z*??"~^. De 
cette façon on peut identifier i*C à C et j à un automorphisme vérifiant 
= le- Observons que ce relèvement à C de l'involution hyperelliptique 
n'est pas canonique car il dépend du choix de l'isomorphisme (p. Dans 
[H](Prop. 2.1.) on montre la proposition suivante 

Proposition 2.2 Le revêtement C — > P"*^ est galoisien avec groupe de Galois 
GaZ(C/pi) = Dn = {j, a\f = a^ = 1, jaj = <j-^) . 

Le groupe diédral Dn = (j, cr) contient les involutions ju = jcr'^ pour 
u = 0, . . . ,n — 1. Soient fi, : C — > := C/{jy) les revêtements doubles 
ramifiés associés à ces involutions. Soit g^ le genre de Cy. On a donc le 
diagramme suivant 



C (2) 




Co H Cl 




Soit W = {xi, . . . , X2g+2\ c P^ l'ensemble des points de Weierstrass pour le 
revêtement tt : — > P-*^; on pose S = {x \ {tï o f)~^{x) ne contient pas 
de point fixe par j} ei T = W \ S. 
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Proposition 2.3 

a) Pour n impair les courbes Cn sont de genre = ^{n — l){g — 1) pour 
= 0, . . . , n — 1. 

h ) Pour n pair g^ = ^^{g — 1) + 1 — pour v = {),... ,n — 1. 
Démonstration : 

a) Il suffit de montrer la proposition pour v = 0. On observe que les images 

par / des points fixes par 1' involution j = jo sont des points de ramification 
du revêtement H ^ ¥^ puisque le diagramme (1) est commutatif. Soit 
g G if un point fixe par i et p € C un relèvement de q. Comme / est un 
revêtement non-ramifié, p est un point fixe par une involution jVn de C avec 
< m < n. Puisque n est impair, il existe un unique k module n qui vérifie 
l'équation 2k = m mod n. Donc, a^p € f^^{q) est le seul point fixe par j 
dans la fibre f~^{q)- En effet, comme ja = o'~^j on a 

ja'^p = ja^jmP = cf'^'^P = a'^^~^p = cr^p. 

En conclusion S" = et on a autant de points fixes par que de points de 
ramification du revêtement ii ^ P^. Par la formule de Hurwitz on a 

g{C)-l = 2{g,-l)+g + l, 

et on trouve que g^ = ^{g{C) - g) = \{n{g - l) + l - g) = \{n - l){g - 1). 
h) Dans le cas n pair, sur certaines fibres au-dessus des points de ramification 
du revêtement tt, l'involution j n'a pas de point fixe. On observe que si 
p G Fix(j) alors a^p G Fix(j) et qu'ils sont les seuls points fixés sur la fibre 
f~^{f{p))- Donc, par la formule de Hurwitz 

giC) -l = 2g,-2 + \T\ 
et on obtient g^ = ^(g — 1) + 1 — . 

□ 

Les automorptiismes a et j induisent des automorphismes dans JC, 
notés aussi a et j. Les applications /* : JCi, —s- JC sont injectives car 
les revêtements doubles sont ramifiés. On peut donc considérer les jacobi- 
ennes JC^ comme des sous- variétés abéliennes de JC. Pour tout point c & C 
on obtient le diagramme commutatif 

a. 



C^^ JC (3) 



Cj/*^ JCi/ 

pour i' = 0, . . . ,n — 1, où ac est l'application de Abel-Jacobi. On peut 
écrire JC^ = Im(l + ju) dans JC. De plus, comme a{l + jv) = (1 + Ji/-2)<7 
l'automorpliisme a se restreint à des isomorphismes 

a : JCu —s- JCiy-2 pour u G 1i/n1i. 
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On en déduit que, lorsque n est pair, il y a deux classes d'isomorphismes de 
jacobiennes qu'on note JCq et JCi ; lorsque n est impair toutes les jacobi- 
ennes JCi, sont isomorphes. 

Proposition 2.4 Les sous-variétés JC^ sont contenues dans la variété de 
Prym P. 

Démonstration : On a P = Ker(l + cr + • • • + a"^"^)^. D'autre part 

(1 + (T + • • • + Ct"~^)(1 + j^) = (1 + CJ + • • • + (t"-1 + j + il + • • • + jn-l) 

se factorise à travers de l'application Norme du revêtement C ^ et donc 
est l'application nulle. En conséquence JC^ = Im(l + j^) C Ker(l + a + 
• • • + et puisque JC^ est connexe on a JC^ C P. 

□ 

Soient po et pi les projections de JCq x JCi sur les deux facteurs correspon- 
dants. 

Proposition 2.5 L'application ip = Po + Pi ■ JCq x JCi P est un 

isomorphisme de variétés ahéliennes pour n > 2 non divisible par 4- 

Démonstration . Par la prop. 2.3 a) dimP = {n — l)(g — l) =dim( JCq x JCi) 
pour n impair. Lorsque n est pair on obtient de la proposition 2.3 que 
dimJCo = 90 = §(c/-l) + l-t et dimJCi = ^{g-l) + l-s on t + s = g+l. 
On a donc dim( JCq X JCx) = {n—l){g—l). Comme "0 est bien un morphisme 
de variétés abéliennes il suffit de montrer que ip est injective. 
Soit {x,y) G JCq x JCi tel que ip{x,y) = x + y = 0. Alors x = {—y) G 
JCq n JCi. Le lemme suivant montre que nécessairement x = et donc 
aussi y = 0, ce qui termine la preuve. Voir |^ pag. 346 pour le cas n=2. 

□ 

Lemme 2.1 JCq n JCi = {0} 

Démonstration : 

a) Cas n impair. Soit F G JCq^JCi C Ker(l - j) nKer(l - ji) C Fix(j, a) ; 

on a donc F G Fix(cj) n P C Fix(a) n Ker(l + cr H h cr""^) C JC[n]. Par 

ailleurs, comme a* F ~ F et / étant étale cela implique que F = f*L pour 
un fibré en droites L G JH. Si de plus j*F ~ F, alors 

j*f*L ~ f*i*L ~ f*L. 

Mais dans JH l'involution i agit par —Ijh, i.e. i*L ~ L^^. On a donc 
/*L~^ ~ {f*L)^^ ~ /*L et F = f*L est un point de 2-torsion. On conclut 
que F G Fix(j, a) n P C JC[2] n JC[n] = {0}. 

6j Cas n=2m, m impair. Dans ce cas on utilise le résultat suivant qui est un 
cas particulier du Lemme de descente dii à Kempf ( 01, Théorème 2.3) : 
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Lemme 2.2 Soit X une variété algébrique intègre sur laquelle opère un 
groupe fini G. Soit F un G-fibré vectoriel sur X. Alors F descend à X/G 
si et seulement si pour tout point x & X, le stabilisateur de x dans G agit 

trivialement sur F^ ■ 

Soient X^ := Ci/ {a™') et X := C/{a"^), où a"^ est une involution qui com- 
mute avec j et ji . On considère la tour de courbes suivante 




(4) 



Soit F G JCq n JCi. On sait qu'il existe des fibres en droites Mi € JCi, i = 
0, 1 tels que q^Mi ~ F. Puisque j et a™ commutent Mq est invariante par 
a"". En effet, 

q^a"'*Mo ~ a'^*q^Mo ~ a"'*F ~ F ~ q*Mo. 

Comme qo est ramifié, q^ est injective et donc ct^*Mq ~ Mq. Observons que 
les points de ramification du revêtement r^ : Cq ^ Xq, i.e. les points fixes 
par a™, peuvent être relevés aux points fixes par jcr'" = jm dans C. En 
effet, soit p G Fix(cr"^) dans Cq et soit p G C tel que go(p) = P- On a 

go(a™p) = a™go(p) = a> = P, 

donc a'^p G qQ^{p) = {p,jp}- Comme q : C —y X est non-ramifié, a"^p ^ p. 
Ainsi cr^'p = jp et on a ja'^p = j„ip = p. 

L'action de a'" sur les fibres de Mq au-dessus des points de ramification de 
ro est la même que celle de jm sur les fibres de F au-dessus des points fixes 
par jm, dans C puisque q^Mg 2± F. 

Soit X G Fix(jm) C C, donc x = a^~y ou bien x = a 2 y où y G Fix(ji). 
On observe que (jm) = Stab{x) est un sous-groupe conjugé de {ji) qui 
par hypothèse agit trivialement sur Fy, donc jm agit aussi trivialement sur 
Fx- On en déduit que o-™ agit trivialement sur Mq et par le lemme de 
descente il existe un fibre Nq G JXq tel que r^No ~ Mq. De façon analogue 
on montre l'existence d'un fibré Ni G JXi tel que r^Ni ~ Mi. 
Comme g*/oiVo — Q* fi^i ~ F on a 

/3:=/*iVo®(/rAri)-i GKerg*. 
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Puisque q est un revêtement double non-ramifié, ~ Ox, i-e., f3 € JX[2] 
mais aussi (3 £ JXq x JXi ~ Prym{X/H), ce dernier isomorphisme ayant 
été démontré dans le cas a). Comme 

q*(3 ~ Oc ^ (T*Oc ^ (T*q*l3 ~ q*a*P 

on a a* 13 € Kerg*. En fait a* /S ~ /3 et puisque Prym(X/ H) C Ker(l + 
CI + ■ ■ ■ + (t"'-^), on a /3 E JX[m] n JX[2] = {0}. Ainsi, /o*iVo - f^Ni G 
JXo n JXi = {0} par a; et donc F ~ ^ Oc- 

□ 



3 La polarisation 

On considère la polarisation H dans JCq x JCi. On a H = -0*0, oii O 
est la polarisation principale dans JC. On pose (j) = (pE '■ JCq x JCi — > 
JCo X JCi. Donc est de la forme 



a (3 
(3 S 



L'application a : JCq JCq est la restriction à JCq de la polarisation prin- 
cipale de JC. Or, l'inclusion /q : JCq —i- JC est le pullback d'un revêtement 
double ramifié, et par j2j (12.3.1.) on obtient (/g )*0 = 2Bo, oii Oq est la po- 
larisation principale dans JCq. Ainsi a = 4>20o — 2000 • De façon analogue, 
on obtient ô = 2(f)Q-^ : JCi — > JCi, oii Oi est la polarisation principale dans 
JCi. 

L'application (3 est l'application qui fait commuter le diagramme 



JC- 

A 

/o 

JCo 



(t>e 



-JC 
JCi 



(5) 



donc (3 = fl o o et (3 = Jq o o . Pour expliciter /* on considère 
le diagramme commutatif 



JC- 

i 

JC, 



't>e 



-JC 

Nf. 

JCi 



(6) 
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pour i = 0,1, obtenu en appliquant le foncteur Pic^ au diagramme (3). 
Ensuite, en dualisant (6) on a 



JC 



JCi 



JC 

Nf. 

JCi 



(7) 



pour i = 0, 1. On a donc /* = 4>Q^ o Nf. o^g^ et en utilisant le fait que 
Nf. = 1 + ji on obtient 



/3 = </)0,o(l+ji)o/* et ^ = </)eoo(l+i)o/*. 
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